Newton-Raphsons metode

af John V. Petersen

Indhold

Indledning: Numerisk analyse og Newton-Raphsons metode i 2
Udlede Newtons iterations formet .. 2
Setning 1 Newtons metode . 4
Eksempel 1 konvergens f(x)=2-sinx - x L. 4
Fordele og ulemper ved Newtons metode ... 5
Eksempel 2 kvadratiske konvergens  f(x) =cos(x) - x° e S

-y =X hvis x <0 6

Eksempel 3 diververgens f(x) =i e
Jx hvis x>0

Seetning 2 betingelser for konvergens .. 7
A. Appendiks
Al Bevis for Setning2 L 8
A2 Korollar 3 ngjagtigheden ved Newtons metode ... 10
A3 Middelverdisetningen . 11

Newton - Raphson iteration af John V. Petersen 03-09-2013 side1/11



Numerisk analyse
Ved numerisk analyse forstas tilnermet, talmessig losning af problemer, som ikke, eller kun med
urimeligt stort besvar, kan loses teoretisk / eksakt.

De to grundleggende synsvinkler i numerisk analyse er

1. at udvikle effektive, dvs. "hurtigt konvergerende" og ikke for omfangsrige metoder til at lose et
foreliggende problem.

2. for en given metode at undersegge, hvor stor en fejl man begér ved at bruge metoden i stedet for at
lose problemet - eller tenke sig det lost - eksakt.

Newton-Raphsons metode

Newtons metode ogsé kendt som Newton-Raphson metoden er en iterativ proces indenfor
matematikken til bestemmelse af nulpunkter for en funktion.

Det er en metode som beskrevet under punkt 1, ovenfor. Det er en metode som newton har udviklet
sammen med Joseph Raphson, en engelsk matematiker, metoden har derfor ogsa navnet Newton-
Raphson metoden.

Metoden bruges til at finde eventuelle nulpunkter for en funktion f{x) . Altsa finde en tilneermet
losning af en ligning f(x) = 0. Udfra en geettevaerdix, beregnes en forbedret geettevaerdi

f(x
X, =X, - -, , 0gberegningen kan gentages (1tereres), til den gnskede ngjagtighed er naet.
1=%0 (%) b i k i il d kede nojagtiched er n3

I (%)

Udlede Newtons iterations formel
Den geometriske ide i metoden, ses i fig. 1. Vi begynder med at "gatte" et nulpunkt ;. (Man skal

studere funktionen (skitsere) sd tilpas meget, at man ved, atx,, er i nerheden af det nulpunkt, man
ensker at finde). Vi udregner tangenten til /i punktet (x,, f (xo) ) , og laderx, veere
skaringspunkt mellem denne tangent og x - aksen.

4y Newtons metode

nullpunktet a
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Som fig. 1 viser, vil x; normalt ligge neermere nulpunktet end x,,. S& gentager vi proceduren; vi
udregner tangenteni (x;, f (xl) ) , og lader x, vere skaringspunkt mellem denne tangent og x
- aksen. Almindeligvis er x, en endnu bedre tilneermelse end x, . Ved at forts@tte pa denne made,

kan vi skaffe os en s& god tilneermelse som vi gnsker.
Antag at vi har fundet x,, x;, x,, x3, .., x,. Séskalvifinde en formel som forteller os,

hvordan vi kan udregne x, . . Vived,atx,  , erskeringspunkt mellem x - aksen og tangenten i
punktet (x,, f(xn) ) (se fig. 2).

Denne tangent har ligningen
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y =5 tangenten i punktet (x,, f(x,))

fig. 2

Da punktet (x, _,, 0 ) ligger pa tangenten, mé det passe i ligningen.

dvs. 0 = f(x) =" (%) (Fasr = %) <
FrE) S = L) (5=
X = x - /(% ) (1)

Denne formel (Newton-Raphsons iterationsformel) viser os, hvordan vi finder den (n + 1)-te
tilneermelse x, , | , ndrvikender den n -te tilnermelse x, .

Setning 1 Newtons metode  Punkterne i Newtons metode er givet ved rekursionsformlen
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Lad os anvende metoden.

Eksempel 1 Find en tilneermet veerdi for nulpunktet for funktionen f(x) =2-sinx - x ,
forxe |0,n|. Pa fig. 3 er funktionen skitseret.

Nulpunktet ser ud til at ligge neer g . Sdvivelger x, = g . Ifelge formel (1) ovenfor er

f(xn) 2-sin(xn) - X, .

() " 2-cos(x,) - I

med
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Fordele og ulemper

Ved Newtons metode er den primare fordel, 1 forhold til andre metoder, at metoden opfylder
kvadratisk konvergens. Dette betyder at metoden under de rette omstendigheder konvergerer saledes
at antallet af korrekte betydende cifre fordobles for hver iteration, som det ogsa kan ses i eksemplet
nedenfor (eks. 2).

Samtidig er der ogsé visse ulemper ved metoden. Forst og fremmest indgar differentialkvotienten til
en funktion, som ikke nedvendigyvis altid er lige let at bestemme. Desuden er metoden ikke altid helt
palidelig, og der findes eksempler hvor metoden aldrig vil konvergere (eks. 3).

Eksempel 2 Find en tilneermet verdi for nulpunktet for funktionen f(x) =cos(x) - X3 ,

forxe ]0,1[. Pé fig. 4 er funktionen skitseret.
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fig. 4
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Newtons metode er hurtig og effektiv, nér den virker. Men der er flere ting, som kan g galt. Fig. 5
viser en af de almindelige fejlkilder: Starter vi for langt fra nulpunktet, risikerer vi, at folgen
divergerer isf. at konvergere!

Eksempel 3  Find en tilneermet vaerdi for nulpunktet for funktionen

-V -X hvis x <0

Jx hvis x>0

Dvs. uanset hvilken begyndelsesveerdi ( x, ) vi veelger, vil felgen { x, } alternere mellem verdierne
X, og -x, . ldette tilfelde hjeelper det altsé ikke at vaelge begyndelsesveerdien nar nulpunktet.
Vi far ikke konvergens alligevel.
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Betingelser for konvergens
I setning 2, nedenfor, ser vi betingelserne for konvergens.

Beviset for s@tning 2 (og et Korollar - som felger af beviset - og bl.a. kan bruges til at estimere
nejagtigheden, nér vi bruger Newtons metode) vises 1 et efterfelgende appendiks.

I seetningen bruges betegnelsen "en omegn oma". Enomegnoma, er et interval af bredden &
oma, hvor der en infinitesimal storrelse , storre end 0.

Det kaldes kort ®. ® (a)= |a-08,a+3d][.

Satning 2 Betingelser for konvergens ved brug af Newtons metode

Antag, at f(a) =0, at /' (a) #0 og at f''(x) eksisterer og er kontinuert i
en omegnom a . Safindes deret 8 >0, si folgen {x, } i Newtons metode,

konvergerer mod a hvis x, € ® (a) .

I eksempel 3, ovenfor, hvor der ikke er konvergens, kan vi nu se hvilke forudsatninger for
konvergens, der ikke er opfyldt: Funktionen f er ikke (to gange) differentiabel i en omegn om
0, daf ' (0) ikke eksisterer.
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Appendiks

Al Bevis for Szetning 2

Satning 2 Betingelser for konvergens ved brug af Newtons metode

Antag, at f(a) =0, at f'(a) #0 og at f''(x) eksisterer og er kontinuert i
en omegn om a . Sdfindesderet >0, sd folgen {x, } i Newtons metode,

konvergerermod a hvis x, € ® (a) .

Definer en ny funktion g ved g(x)=x- & .
S (x)
Viser, at g(a) =a - f/((aa)) =a, daf(a)=0o0g f'(a)# 0.

Endvidere ser vi, at folgen {x, } i Newtons metode er givet ved
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A2 Korollar 3
Satning 2, ovenfor, forteller os, at hvis betingelserne er opfyldt, vil Newtons metode konvergere,

forudsat vi starter tilstreekkelig taet pa et nulpunkt. Hvor taet pa vi skal starte, og hvor hurtigt
x, konvergerer, siger s@tningen ikke noget om. Men ser vi n&rmere pa beviset for setningen, kan

vi imidlertid treekke mere information ud:

Fra Beviset for Setning 2, har vi direkte:

gy = LML e < 0

S/ (x)

C er valgt som C <1 og det geelder for alle x € w(a) .

Hvilket umiddelbart giver:

Korollar 3

Antag, at f(a) =0, at /' (a) # 0. Antagendvidere, at & > 0 er valgt sddan, at

FAES TAIES TR
f(x)?

for alle x € w(a) .

Hvis x, € o(a), vil {x,} konvergerermoda, og |x, - a| <cCc"-38.

Dette resultat kan bl.a. bruges til at estimere hvor god nejagtigheden er, nar vi bruger Newtons
metode.

Har vi udregnet x, , ved vi, at ngjagtigheden er bedre end c" 8.

I praktiske situationer er det som regel bedre, at bruge tommelfingerreglen vi navnte tidligere
(samme n decimaler to gange i traek).
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A3 Middelverdisatningen

Middelveerdisetningen

Hvis funktionen f er kontinuert i det lukkede interval [a, b ] og differentiabel i det tilsvarende
abne interval Ja,b [, s& findesderetpunkt ¢ i Ja,b [, hvor

fitey= HELLA o dermed f(b) - f(a) = £ () (b - a)

I beviset for setning 2, ligger punktet ¢ mellem x; og a, dvs. 1 ©(a).

Og |g(x0) - g(a)| = |g'(c)|-\x0-a| .

v X1=8(%)

v |
? L} I ] ;- ?
a-o a+d
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