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Matematisk pendul

Et matematisk pendul er en idealisering: et punktformigt lod 1 en masseles og ustraekkelig snor!
I denne artikel vil vi finde, udlede formlen for svingningstiden 7" for et matematisk pendul.
En formel der gelder, med tilnermelse, for smé udsving af pendulet.

fig. 1

fig. 1 viser et matematisk pendul. Snoren har l&ngden L. Snorens vinkel i forhold til lodret er 6. 1
artiklen her vil vi skrive 0 , men huske at det skal opfattes som 0(t) . 0 er en funktion af tiden t.

Den ophangte masse m er pavirket af tyngdekraften, som har sterrelsen m-g. Vi regner med positiv
retning opad, altsd modsat m-g , sa derfor skal vi i vores udregninger regne med - m-g.

Formlen for svingningstiden 7 udledes ved at betragte kraften langs banen, som jo er en cirkelbue.

Tyngdekraftens projektion pd banen, tangentialkraften F, er m- g-Sin(0).

Vejlaengden pa banen, som er del af en cirkelbue, er L-0, da 0 maéles 1 det naturlige vinkelmal radianer.
(Hvis vi méler vejleengden for hele cirklen er den L-[2-7] ).

Nar vi nu skal se pa kreefterne der virker har vi brug for vinkelaccelerationen (L-0)".
Vejlengdener L-0. Hvis vi differentierer L-0 med hensyntil tident, far vi vinkelhastigheden L-6 .
Vinkelhastigheden er &ndring af vinkel (radianer) pr. sekund, og betegnes med ® (enhed s ) .

Derefter differentierer vi en gang til og far vinkelaccelerationen (L-0) ",
som er &ndring af vinkelhastigheden ® pr. sekund, og (L-0)" har enheden s 2
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Denresulterende kraft pd massen m, er F,, =m-a=m-(L-0)"=-m-g-Sin(0) .

Dermed har vi bevagelsesligningen  m-L-0" = -m-g-Sin(0)

For smd udsving , dvs. 8 << 1, kanvi

erstatte Sin(0) med 0 . Vi skal altsa vise at elimo[

&ge)j_l

Det kan ogsa udtrykkes Smeﬂ — 1 for 6 — 0. (sebevis for det i appendiks 1).

Vi har sa den andenordens differential ligning

o' =-£-0 (1)

Vi geetter pa lesningen 9 (¢) =GmaX-Sin(0)-t) . 0_,erdenmaksimaleudslagsvinkel

V1 differentierer
losningen

Vi indsatter i (1)

Matematisk pendul

for pendulet.

(da Sinus funktionen differentieret to gange giver -Sin).

0'(7) = Gmax-m-Cos((o-t)

0"(1)=-6__ -0 Sin(o)

m

2_8
OJ =
L
- g
0 = 2
/ 7 (2)
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Vi skal finde udtrykket for svingningstiden T :

Vi ganger @, radianer pr. sekund med svingningstiden
T, som er sekunder for een svingning (eller periode).

Derved far vi antal radianer for een svingning, altsd 2-1t.

O7=2x

T:

Vi indsatter 2) ® = | -% og far T=2m | L
g

21
0)

Det ses, at svingningstiden 7, kun afth@nger af snorlengden L . Svingningstiden er proportional med
kvadratet pa snorleengden.

2.
o 2T T

Ve

I nedenstiaende tabel ses sammenhangen mellem forskellige snorlengder og sammenherende

svingningstid. Vi bruger g =9.82 ﬂz
s

L-(m) T-(s)
0.10 0.634
4-0.10 =0.40 2-0.634 = 1.268
9-0.10 =0.90 3-0.634 =1.902
16-0.10 = 1.60 4-0, 634 =2.536
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Grafen viser sammenhangen mellem snorlengden L og svingningstiden 7.

Svingningstid T

Sammenhangen mellem @ 7 og frekvensen f
Vi har set pa vinkelhastigheden ®, og svingningstiden 7. ® har enheden rad-s - , eller blot s -
T har enheden s. Det vil vaere naturligt lige at tage frekvensen f med .

Frekvensen er antal svingninger pr. sekund. Altsd s ! som ogsa har betegnelsen Hz.

Antag, at en svingning har f.eks. 5 gennemleb pr. sekund.

Det betyder, at der hvert sekund gennemlebes 5 perioder, 7, svarende til at 7= % s =02s .

Dvs. fekvensen f =5 s . Sammenhangen mellem 7 og f er altsa givet ved
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eller 7-f=1. Svingningstiden og frekvensen er omvendt proportionale .

_1
=7

2.
Vi har fra tidligere ®-7=2-nt eller o= Tn =21 LT =2-nt-f .

Dvs. o =2-nt-f .

Frekvensen f er antal svingninger pr. sekund og vinkelhasigheden ® er antal radianer pr. sekund.

eksempel: Den vekselstrom, vi har i stikkontakten, har frekvensen f=50 Hz .

Stremmen produceres af en generator, der drejer med vinkelhastigheden ®=2-n-50 Hz=314 s L

Harmonisk oscillator

I fysik betegner harmonisk oscillator en bestemt type svingende systemer. Eksempler er - som her et
svingende pendul. Eller atomerne der vibrerer, svinger omkring ligevagtspositionerne i et krystalgitter.

En harmonisk oscillator er karakteriseret ved, at kraften er proportional med afvigelsen fra ligevegt.
Her i artiklen om det matematiske pendul udtrykkes sammenhangen ved 0" = - % 0 (1),
hvor vi startede med at se pa kraefterne der virkede pa pendulet

F =ma=m-(L-0)"=-mg-Sin(0) .

re.

Altsd F,, = -m-g-Sin(0) .
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Appendiks

Bevis for 0 = Sin(0) , for sma udsving

Vi skal vise, at Smeﬂ — 1 for ® —- 0

Sinx

Pa figuren ses det, at Sinx < x < tgx eller Sinx <x < C
0SX

Sinx Sinx

dvs <1 og Cosx <

X

Vihar Cosx < 2 1 .(a)
X

Cosx er en lige funktion og Sinx er ogsa en lige funktion (dvs f(x)=f(-x))
X
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Da Sinx

ligger nermere ved 1 end Cosx , ifolge (o ), har vi, at

Sinx
(1= S < 1= Cosx | (B)

Cosx er kontinuerti0, saVe>0 I6>0:
|x—=0]<d6 = |1—Cosx|<g

Sinx

dermed harvi, at 0<|x—0| <6 = |I - | <e ifelge (B)

Sin(0)

V1 har nu vist det onskede — 1 for 9 —> 0
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