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Eksempel pa model der beskriver udviklingen for en epidemi. Den kan bruges til at finde en estimeret

fordeling for raske, syge, dode og helbredte i en population. Det gares udfra en startfordeling for
disse grupper.

Til at lgse problemet vil vi bruge matricer. Vi far igen brug for at diagonalisere en matrix. Desuden for
vi brug for gentagne potensoplgftninger af matricen. Og det er netop meget meget nemmere, nar
matricen er diagonaliseret.

I en population betragtes en epidemi af en smitsom sygdom. Populationen t&enkes opdelt uge for uge i 4
grupper: raske, syge, dgde og helbredte (og, antager vi, dermed immune).

Variable

*r,:raskeiuge?
*s,:sygeiuget
*d :dpdeiuger
* h,: helbredte i uge ¢

Antagelser

* En rask har 20 % risiko for at blive syg efter en uge
* En syg har 10 % risiko for at dg efter en uge
* En syg har 20 % chance for at vere helbredt efter en uge

Ligninger
r,,,=08r

$,41=02r,+07s,
(Se forklaringi Appendiks A 1, si.9)
d

t

+1:0.1 st—l—dt

ht+l:0.2st—|—ht
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Ligninger pa matrixform

t+1
d

Kompakt notation

0.8
0.2
0.0
0.0

0.0
0.7
0.1
0.2

r+1=AX

0.0
0.0
1.0
0.0

0.0 |

0.0
0.0

1.0

Hvis A er diagonaliserbar, sa ved vi, fra artikel a. ovenfor, at der findes en reguler matrix P sa sgjlerne i P

netop er egenvektorerne hgrende til egenvardierne for A. Matricen P diagonaliserer A, og P er netop

basisskiftematricen hgrende til basisskiftet fra den naturlige basis til basen bestaende af egenvektorer for A.

Vi finder fgrst egenvardierne for matricen A, 7‘1’

9> 9,> 43 08 4, -

Sa kan vi diagonalisereA. A =PD r!

rl‘
St
Vi lader x,=

dt

ht
xt+l=Axt
[ 0.8 0.0
0.2 0.7

A =

0.0 0.1
0.0 02

, 0g betragter modellen

, hvor matricen A er givet ved

0.0
0.0
1.0
0.0

0.0 |
0.0
0.0
1.0

Modellen kan ogsé skrives som x, :Atxo
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Vi prgver lige om vi har regnet rigtigt:

Vi udfgrer matrixmultiplikationen A =P D r!

-2 0.0 0.0 0.0 |
pi_| 1333 <0666 00 00
0333.. 0333.. 10 00
0.666.. 0.666.. 00 10

[ -05 00 00 00][08 00 00 o00]] -2 0.0 00 0.0 |
pppl_ | T1O 715 00 001100 07 00 00| 1333.. -0666.. 00 00|
05 05 10 00 |/00 00 10 00][0333.. 0333.. 10 00
1.0 10 00 1.0 [|00 00 00 10/||0666.. 0666.. 00 1.0

0.800000000000000044 0. 0.
0.200000000000000400 0.699999999999999845 0.

-1.11022302462515654 10" 0.100000000000000061 1.
-2.22044604925031308 10" 0.200000000000000122 0.

R

e o @

—
L

(08 00 00 00 ]
02 07 00 00
00 01 10 00
00 02 00 1.0

dvs. A = PDP! OK
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-05 00 00 00 0 0 0 O -2 0.0 0.0 0.0
-1.0 -1.5 00 0.0 0 0 0 O 1.333...  -0.666... 0.0 0.0
x, — x
! 05 05 10 00 0 0 1 O 0.333... 0.333.. 1.0 00| °
R . . 3 o - . \w

T & -
N
N j { 0.666666666666666630- r, + 0.666666666666666741 - 5, + 1.0- J
t
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A. Appendiks

A 1. Ligninger si. 1, forklaring

Ligningerne for ugen (¢ + 1) er er opstillet, sa vi gar ud fra en tilfeldig uge ¢, og ser hvilken fordeling af
raske, syge, dgde og heldredte der sa er en uge efter.

Antagelser

* En rask har 20 % risiko for at blive syg efter en uge
* En syg har 10 % risiko for at dg efter en uge

* En syg har 20 % chance for at vere helbredt efter en uge

De helbredte, antager vi, er blevet immune.

Hyvis vi starter i uge 0, er ligningerne ret simple:

r1=0.8 T

s1:0.2 Iy

Ved start uge 0, er alle i populationen raske. Ingen er syge, dgde eller
helbredte set ift. epidemien.
Fra uge 0 til uge 1, er der 20 % som bliver syge — r; =0.8 1,

Efter den fgrste uge , er der kun sket det, at 20 % raske er blevet syge
— 5,=02r,

Der er kun gaet een uge fra start i uge 0. Alt der er sket, er at 20 % er
blevet syge.
Der er ikke géet en uge, hvor en syg kunne risikere at dg — d,;= 0

Som ovenfor: Der er ikke gaet en uge mere, sa nogen syge kan vere
blevet helbredt — h = 0

Men lad os nu se pa, en tilfeeldig uge (¢ + 1) med udgangspunkt i ugen tidligere, uge ¢ :

rt+1:0.8 r:

st+1:0.2rt+0.7st:

d

t

+1:0.1 st—l-dt

ht+1:0.2st—|—ht
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Der er 20 % risiko for at blive syg efter en uge. Dvs. der er 20 % ferre
raske en uge efter — 0.8-r,

20 % af de raske ugen fgr, er nu syge — 0.2 r,

Ud af de, som var sygeiuge ¢, er der 20 % som er helbredt, og 10 % som
erdgde — 0.7 s,

De som var dgde i uge ¢, er stadig dpde — d,
Og derer 10 % af de syge iuget, somerdgde — 0.1,

De som var helbredt i uge 7, er immune, og derfor stadig helbredt — A,

Og der er 20 % af de sygeiuge ¢, som v er helbredt — 0.2 5,
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AN\

\Y% kluderer: p(t) ersandtforalle t € N. O
(R) [(EA") (EA)E =A'AE = A'"(AE)=A"A |
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A 4. Vise sammenhangen x,= Atxo

Vi har fra tidligere (si. 2, gverst): x, | =Ax, . (1)

Nu starter vi med x , og anvender matricen A pd x ,:

Hvis vii (1) satter =0, har vi:

x, =Ax = — — A2
1 0 X, = (Axl = A xo)
X, = A2x0
dvs.
3
X, = A X,
x = A'x
T 0
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