Differentialligninger

Vi benytter ordet

| gsningskurve som
betegnelse for grafen
for en lgsning.

Linjeelementer
Differentialligningen

D y =—;

kan tolkes sdledes, at deni ethvert punkt (x,,y,), giver oplysning om tangent-
had dningen o. for en eventuel | @sningskurve gennem dette punkt.

Kaldes | gsningskurven for f, gadder

f(x,)=y, 09 f'(x)=«c

Dette udtrykkesved, at f gér igennem linjeelementet (x,,,; o). Fx vil lgsning-
skurven gennem punktet (2,1) have tangenthad dningen o = —2, med andre
ord, vil l@sningskurven ga gennem linjeelementet (2,1;,-1).

For at kunnedannesig et indtryk af | @asningskurvernesforl gb, kan man tegne
noglelinjeelementer ind i et koordinatsystem:

Gér | gsningskurven gennem linjeelementet (x, Y, ; o), tegnes gennem punk-
tet (x,,Y,) et lille linjestykke med haddningen o.. Nedenfor ses en ragkke
linjeelementer tegnet for differentialligningen (1):
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Du vil nu se, hvordan vi far grafregneren til at tegne disse linjeelementer.
Tast (MODE] og vedg DIFF EQUATIONS i Graph-indstillingen:
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I yi1 stéri’et for
initial condition -
dvs. begyndelses-
betingelse.

DE i statuslinjen
viser, at Graph mode
er valgt til

DIFF EQUATIONS

Tip

Du kan benytte
genvejstasterne:
Voyage 200: [¢] F
TI-89 Titanium: [¢](1]

HMODE )
Fi | Fz | F3
Fadg 1|Fade |Fade

heeaniF] 1:FUNCTION
Gisplas 0 2! PARAMETRIC

3P
| 4: SEQUEHCE
5330

Compley F
Weckar Fa
Frekby Fri

-

TYFE OF USE %14 + [EMTER] OF [EZC]

Gaind i [Y=]-editoren, der har aandret udseende. Nu hedder funktionerney 1,
y2, ..., Y99 og den uafhamngige variabel hedder t. Med disse betegnel ser,
skal differentialligningen (1) indtastesi y1' som -t/y1:

SELECT OME 15T-OKDER FUMCTIOM OMLY

Tast 9 for at dbne Graph Formats menuen. Her er indstillingerne
Solution Method ogFields nye. Behold standardindstillingerne for
disse RK og SLPFLD.

Lgadind
Labls...

. OFF*
Zolukion wd RE *
T SLFFLD % :
: CEnter=zAYE 3 ¢ ESC=CAMCEL aJ SEFLOOFF
USE £ AND # 10 OFEM CHOICE:

Vadg 4 (ZoomDec), og linjeelementerne tegnes.

Du kan tegne specifikke | gsningskurver ved at vad ge menupunktet IC, hvor
IC stér for Initial Condition (begyndel sesbetingelse). Tast [F8], og falgende
skaambillede kommer frem
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Med de valgte
indstillinger, deles
skaarmbilledet op i
14 €eller 20 sgjler
(afheengig af model)
og midt i disse sgjler
tegnes linjeelementer
med passende
mellemrum. Antall et
af sgjler styres af
variablen f1dres,
der indstillesi
Window.

Der kan tegnesflere
| @sningskurver vha
IC, men kun den
ene, der erfastlagti
[v=]-editoren kan
Traces.

LN

L=0.
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Vil du fx selgsningskurven gennem (2,3), indtastes 2 3 [ENTER]:

Fl~| Fz=~| F2 F4 FE-| FE= |F7-{FH
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Ved gentagen anvendelse af IC, kan du tegne alle de lgsningskurver, du
matte anske. Ved at eksperimentere lidt med dette, ser du, at alle lgsnings-
kurver bliver halvcirkler med centrum i origo, og at ingen Iasningskurve
skarer x-aksen — prov fx at vedge (2,0) som begyndel sesbetingel se.

Fir| Fer| FZ F4 FE~| Fa~ [F7-{FA
Tools[2eem|Trace|kedrarh|Math|Draw|Fen|lc
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(Trace) virker ikke, nér Igsningskurverne laves med IC. Indsadtes
begyndel sesbetingelsen derimod i [Y=]-editoren, virker det fint:

Fl~| Fz~| F2 F4 FE-| FE~ |FP-{FH
Tools[Zoom|Trace|kedrarh|Math|Draw|Fen|lc
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Du skal sepaet par eksempler mere. Du kan ngjes med at at lave nogle sma
aandringer i det, du alerede har. Farst fjerner du minus:
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SELECT OME 15T-OKDER FUMCTION OHLY

Her ser du, at lgsningerne bliver hyperbler med asymptoterney ==+ x. Disse
linjer er i gvrigt ogsa selv l@sninger.

Byttesom pat og y1, bliver l@sningskurverne er rette linjer gennem origo:

Fi-| Fz=| Fz FY FE=] FE~ [F7<FA
Tools[2aomm|Trace|Redrarh|Math|Draw|Fen|lc

nil=n
SELECT OME 15T-ORDEFR FUMCTIOM OMLY HMAIN FEAD AUT OE

Eksempel : Faldskaermsudspring

Et faldskeermsudspring sker fra4000 meters hgjde og fal dskaamen udl gses
farst i 1500 meters hgjde. Den maksimale fart, der opnas, er 50 m/s.

| denne situation gad der kraftligningen
m-v'=m-g-k-v

hvor v er hastigheden til tiden t, m er massen, g = 9.82 m/s? er tyngden og k
en konstant, der bl.a. afhaenger af form og starrelse af den faldende gen-
stand.

Antag, at m= 80 kg. N&r den maksimale fart (50 m/s) nas, er v' = 0. Ved
indsaettelse af dettei kraftligningen fask = 0.31424 kg/m:
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OBS

Alle beregninger
foretages uden
enheder.
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Omformet til en differentialigning i TI-89 Titanium / Voyage 200 syntaks
bliver kraftligningen (divider med m pé begge sider og skriv y1 istedet for

V):

y1'=g-K/mxy112

Denneindtastesi [Y=]-editoren sammen med begyndel sesbetingelsen t@=0
og yi1=0 — idet hastigheden er 0 ved udspringets start.

k
v"=|1'=g—F-'=|12
uil=
yz2'!=
yiz=

uih' =

gil=0

FAlN KEAD AUTO

DE

Nedenfor ses vinduesindstillingen og |asningskurven gennem (0,0) sam-

men med linjeelementer:

Fi-] Fe- ] Fi-| Fe-| F= TE-[ FG- [Fr-|FH
Toa1s|2aam Tools[2aom|TEace|EeArarhjMath|Draw|Fsn|lC
tE=0. B

trmax=20. -

tztep=.1

tplot=Q. -

HMih= 2. PR R R R
HMaE=20.

wscl=1. < B A A A A A
Jmin=-32. LR X = TR A
gz . rrct 19 —r—r—ucid9, 915223
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| grafbilledet er Trace aktiveret. Her kan du se, at |@sningskurven naamer
sig asymptotisk til 50 og at tophastigheden nés efter ca. 15 sek.
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Husk
Du kan benytte
genvejstasterne:

Voyage 200: [¢] F
TI-89 Titanium: [¢](1]

i grafskermen for at
dbne indstillingerne
Graph Formats

Enter=SAVE

TYFE OF U:

£%14 + [ENTE

TE% GRAFH FORMATS |f:B
Coordinakes ... RECT *
simarn e L JEr e
GFi .. OFF % —
{0 OM *
Leadind Curser. OFF
................ OFF *
Solukion Method

Tast [F1] 9 for at dbne Graph Formats menuen, og slalinjeelementerne
fraved at vedgeindstillingen FLDOFF i Fields:

1:SLPFLD
Z:OIRFLO

K1 OF [ESC]

Gatil [v=]-editoren, og vadg akser vha. [F7] Axes. . ., sder der pludselig
nye muligheder. Skift til CUSTOM akser og indstil som vist nedenfor:

Fir « |F3 |F4 |FE- Fe=| F? Fl-| Fz~|FZ |FY |FE- FG~| F7
Tools|2oorm|Edit] ~ |AT] [SkTe|Axes... Tools{Zoomm|Edik] " |AT7 [FkTe|Axes...
~FLOT, +PLOT,

g ARES “\ o HEEZ y

Axgs. CUETOM +
WRxis B3
Y huis EENE

& CEnter=FAVE 3 € EXC=CAMCEL A

KEAD AUTO DE

UZE £ AND + TO OFEW CHOICE=

Med denneindstilling kan du se, hvordan accelerationen (y1 ') afhaenger af
tiden (vinduesindstillingerne er ogsavist):

Fi=] F2-
Tools|2oam

Fi-| Fz=| Fz FY FE=] FE~ [F7<FA
Tools[2aomm|Trace|Redrarh|Math|Draw|Fen|lc

to=0.
Lmax=20,
t=te
tplo
®Min=-Z.
®Max=20.
waol=1,
Jrmin=-3.
gmaﬁv}ﬁ.

Pn!

Ryd op!

| grafvinduet taster
du(F1] 9. | Fields
vedger du FLDOFF
| [Y=]-editoren ind-
stiller du akser med
[F7] Axes. ..
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Vadgest og y1 som akser, far vi tegnet hastigheden som funktion af tiden
— men denne gang uden linjeelementer.



Aktiviteter

1: Isokliner

En isoklin er en kurve tegnet gennem de punkter, hvor lgsningerne til en
differentialligning har samme haddning — dvs. punkter, hvor y” er konstant.

Isoklinerne for differentialligningen y' = x + y er siledes bestemt ved en
ligning paformen x + y =k, dvs. rette linjer med haddning —1.

a) Tegnlinjeelementer for y' = x +y pagrafregneren.

b) Tegn en rakke isokliner for y' = x +y sammen med linjeelementerne.
Det gar du ved at indtaste fx

DrawFunc 1-x
i hovedskermensindtastningslinje.

Tegn nogle lgsningskurver. En af isoklinerne er lgsning. Hvilken? Det er
igvrigt noget som sjad dent sker.

c) Denlineagelgsningskurvedeler sdat sigevandene: Over, har dlelgsnings-
kurver et minimum og under, er alelasningskurver aftagende. Forklar dette.

Hvor antager alle” ovre” |gsningskurver deres minimum?

d) Medenvisret, kanden linesgelgsningskurvetil y' = x +y kaldesfrasta-
dende.

Tegn linjeelementer og find linesre | asninger til differentialligningerne
y'=X-y, Y=-Xty, y=-X-y
og retfaardigger begreberne frastadendeltiltraskkende.

€) Tegnlinjeelementer for y' =y? — x og et passende antal la@sningskurver.
Findes der tiltraskkende/frastadende kurver her? (Vink: Se pa 0-isoklinen)
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2: Logistisk vaekst med jagt/fiskeri

Som eksempler pa anvendelser af differentialigninger kan vi se pa vakst-
modeller. Den logistiske vakst, her eksemplificeret ved

y'=2y-3y°
er et godt udgangspunk.

a) Tegnlinjeelementer og tegn nogletypiskelasningskurver. Find de statio-
naae (dvs. konstante) 1asninger og marker, hvilken der er tiltraskkende og
hvilken der er frastedende.

b) Hvisder inkluderes jagt/fiskeri i modellen kan det gares simpelt ved at
traskke en konstant fra:

y'=2y-3y’-a

konstanten reprassenterer da den hastighed, hvormed der skydes/fiskes i
popul ationen.

Lav billeder af typiske |gsningskurver for a=3/2oga= 3.

Angiv de stationaae lgsninger i tilfaddet a = 3/2 og marker, hvilken der er
tiltreskkende og hvilken der er frastadende.

Forklar, hvorfor der ikke kan vage stationazre lasninger i tilfaddet a= 3.
Bestem den kritiske vaadi af a (1 dec.), hvor de stationaae |agsninger for-
svinder, og ger rede for, hvilke konsekvenser det har for populationen, hvis
jagten/fiskeriet overstiger den kritiske vaerdi.

3) Hvis der inkluderes ssesonsvingninger i modellen, kan differential-
ligningen fx eendrestil denne:

y'=(2+cos(x)y-1y* —a

Lav nogle Iagsningskurver for tilfaddet a = 1. De konstante |gsninger for-
svinder, men i stedet dukker der nogle "periodiske” lgsninger op, hvor den
ene er tiltrasdkkende og den ande er frastedende.

Lav ogsa nogle Igsningskurver for tilfaddet a = 2, og forklar, hvorfor der
ikke kan vaae periodiske lgsninger i dettetilfadde.

Find gennem eksperimenter den kritiske vaadi af a (1 dec.), hvor de periodi-
ske lgsninger forsvinder, og gar rede for, hvilke konsekvenser det har for
populationen, hvisjagten/fiskeriet overskrider denne vaadi.
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Koblede differentialligninger
— rygtespredning

En fremmed kommer til en by med 10000 indbyggere og sadter et rygte
igang. Hvordan vil rygtet spredes?

Pa ethvert tidspunkt under rygtespredningen vil der vaare tre slags personer

tilstedei byen:
* ignoranterne dem, som endnu ikke har hart rygtet
e sprederne dem, som har hart rygtet og fortadler det videretil alle

de mader

 uinteresserede  dem, somertidligere spredere, men nu har mistet inter-
esseni at sprede rygtet.

Antag, at sA snart en spreder videregiver rygtet til en, der allerede har hert
rygtet, bliver vedkommende uinteresseret i at sprede rygtet.

Antage endvidere, at mader mellem alle tre persontyper finder sted helt til-
faddigt. Betegn antal ignoranter med i, antal spredere med s og antal uinte-
resserede med u. ZEndringer, der sker i i, s og u ved et made mellem en
spreder og en anden person, kan s beskrives:

* En spreder mader en ignorant og videregiver rygtet:

Totalt kan der arrageresi-s mgder mellem en spreder og en ignorant. Hvis
rygtet videregives ved et made, vil der vaare en ignorant mindre og en spre-
der mere, altsdi —»i—-1, s—>s+1.

e En spreder mader en spreder og praver at videregive rygtet

Totalt kan der arrageres K(s,2) = %s-(s — 1) mader mellem to spredere.
Hvis rygtet forsgges videregivet ved et made, vil der veare to spredere min-
dre og to uinteresserede mere, altsds - s—2, u— u+2.

e En spreder magder en uinteresseret og praver at videregive rygtet

Totalt kan der arrageres u-s mader mellem en spreder og en uinteresseret.
Hvis rygtet forsgges videregivet ved et made, vil der veare en spreder min-
dre og en uinteresseret mere, altsds —s—1, u—>u+1.

Rygtet kan kun spredes nér en spreder mader en ignorant. Det vil derfor

vagerimeligt at antage, at den hastighed, hvormed rygtet spredes vil vaae
proportional med antallet af mader mellem spredere og ignoranter.

77 Differentialigninger



Lag magketil, at det
er det sasmme k der
benyttesi aleled.
Dette er en antagelse,
der kun har til formal
at simplificere
modellen.

Til at begynde med
(t9=2) er der 10000
ignoranter
(yi11=10999) og én
spreder (yi2=1).

k skal tildeles
vaadien 0.0001 i
hovedskaamen.

Dettefarer til differentialligningen

ﬂ:_k.i.s
dt

hvor k > 0 er en konstant. Minusset skyldes, at antallet af ignoranter er afta-
gende.

Antallet af spredere kan aandres patre mader og hastigheden, hvormed dette
sker, kan udtrykkes saledes

ds .
—=k-i-s-=2-k-is(s-1)—k-s-u
m s(s-1)

hvor der farste led kommer fra mgder mellem spredere og ignoranter, det
andet led framader mellem spreder — 2-tallet skyldes at antallet af spreder
reduceres med 2 ved den slags mader — og det tredje led framader mellem
spredere og uinteresserede.

Dai+s+u = 10001 (husk den fremmede), er u = 10001-i —s. Dette ind-
sadtesi differentialligningen ovenfor, der herefter reducerestil

% _k(2-i-5-10000s)
dt

Dette giver fglgende differentialligningssystem til beskrivelse af rygte-
spredningen

ﬂ:_k-i S

dt

ds .

— =k(2-i-s—10000s)
dt

Indtast differentialligningernei [Y=]-editoren:

Flx| Fi=|F= |F4 |FE Fax| F7
Toals[2aem|Edit] « [AT] [FEe1e|AxLE...

<FLOTS
ta=0.

“yl'=-k-yl- -y
gil=18000

CHECE RAES AMD IMITIAL COMDITIOME
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Inden graferne for y1 og y2 tegnes skal du lige sikre, at FLDOFF er valgt i
Graph Formats og sikre, at der er valgt tidsakser ([F7] i [Y=]-editoren).

Desuden skal k havetildelt en vaardi. Dette sker i hovedskearmen. Tildel her
k vaardien 0.0001: 0.0001(STO»JK.

Derneest skal vinduet indstilles, og grafen kan tegnes:

Fi=] F2-
Tools|2oom

Lo=oN

el
Jriazx L DEGEE,
L 1—1 G
HAIN RAD AUTO [3 HAIN RAD AUTO E

Begge kurver kan traces, og vi finder, at antallet af spredere topper til tids-
punktet t = 10 og antallet af ignoranter naarmer sig asymptotisk til ca. 2000.
Det betyder, at ca. 2000 personer aldrig harer rygtet.

Fix| FZ F Fy FE~| FB~ |F7={FB Fi-| F& Fz FYy FE~| FB~ |F7={FB

~| Fz -
Tools|2oorn|Trace|Redrarh|Math|Draw|Fen|ic Tools[2aomm|Trace|Redrarh|Math|Draw|Fen|lc
2 1
toi i, toilg.
w10, ci 3045, 4551 o 18, R Ly
HMAlN EAD AUTO DE HilH EAD AUTO DE

Ved at vadge CUSTOM akser, kan man vise alehande forskellige sammen-
haange. Vadges y2 som x-akse og y 1 som y-akse, vil vi fategnet falgende:

Fi=] F2-
Tools|2oom

to=i.

®Max=oQan.,
®acl=1000,
grin=0.
Jriazx L DEGEE,
L 1—1 G —
HAIN RAD AUTO [3 HAIN RAD AUTO E
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Aktiviteter
1: En rov - byttedyr model

Paen g, hvor der er gulergdder nok, udsadtes x kaniner og y reeve. Hvis der
ingen reave var tilstede, ville aandringen i kaninbestanden kunne beskrives
ved differentialligningen

X' =ax, a>0

— dvs, en eksponentiel vakst. Var der ingen kaniner tilstede, ville aandrin-
gen i raevebestanden kunne beskrives ved

y'=-cvy, ¢c>0

— dvs, raevene vil uddg eksponentielt. Nu er der heldigvis bade kaniner og
reavetil stede. Tilstedevaarel sen af reeve vil begraanse kaninbestandens vakst
og tilstedevearelsen af kaniner vil sikre, at raeveneikke der af sult.

Som model til beskrivelse af denne vekselvirkning opstillede Lotka og
Volterrai 1925 falgende model:

dx

— =a-X-b-x-

dt ¢
dy

L =—Cc-V+d-x-
at y y

hvor a, b, c og d er positive konstanter.

a) Forklar de enkelte led i differentialigningerne, idet x-y i analogi med
rygtespredningsmodellen tolkes som det totale antal mgder mellem raave og
kaniner.

b) Sed a=0.5,b=0.03,c=0.50g9 d =0.01, og antag der fra starten af er
50 kaniner og 10 reeve.

Indtast differentialligningerne med begyndel seshetigelser i [Y=]-editoren og
tegn deto lgsningskurver i et passende vindue.

Eksperimenter med begyndel sesbetingel serne og vaadierne af a, b, c og d.

c) Lav et billede, der har antal kaniner som x-akse og antal reeve som y-
akse.
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2: En epidemi model

Spedningen af en smitsom sygdom som fx rade hunde, hvor man blive im-
mun for fremtidig smitte sa snart man er kommet sig over sygdommen, kan
beskrivesved differentialligningssystemet

dr
—=-a-r-s
dt

E:a r-s—b-s
dt

hvor r er antallet af raske pAdagt og ser antallet af syge padagt.

a) Sammenlign modellen med rygtespredningsmodellen og forklar specielt
betydningen af konstanterne a og b.

b) Ssg a=0.00002 og b =0.1, og lad begyndel sesbetingel serne vaae som

rygtespredningsmodellen. Tegn lgsningskurverne. Bliver alle smittet af syg-
dommen?
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Lag magketil
syntaksen i deSolve:
Forst indtastes
ligningen, derefter
den uafhaangige
variabel og til slut
den variabel, der skal
| @ses med hensyn til.

@1 skal tolkes som
en arbitraa konstant.
Du kan favaadier fra
@1 til @255.

@1 er at opfatte som
en variabel, dvs., at
du fx kan lgse
ligninger mht. @1.
NewProp vil nulstille
@-tadleren.

1. ordens differentialligninger
— symbolsk lgsning

Gennem en rakke typi ske eksempler,vil du se, hvordan symbol sk | gsning af
en 1. ordens differentialligning foregar pa T1-89 Titanium / Voyage 200:

Smékager bages ved 225°. Nar de tages ud af ovnen, stillesdetil afkaling i
et 20° varmt rum. Lader vi y(t) betegne smakagernes temperatur til tidenft,
vil den hastighed, hvormed afkglingen sker, vaae bestemt ved differential-
ligningen:

y =-k(y—-20)

Losdifferentialligningen og bestem konstanten k idet det oplyses, at tempe-
raturen er faldet til 150° efter 1 minut.

Til symbolsk lgsning af denne differentialligning skal du benytte vaarktgjet
deSolve (der findesunder [F3] Calc).

| den farste skermbillede nedenfor er ligningen last uden bibetingel ser af
nogen art ved indtastningen:

desolve(y'=-k*(y-20),t,y)
| det andet skarmbillede er tilfgjet bibetingelsen'y () =225.

desolve(y'=-k*(y-20) and y(@)=225,t,y)

Fiz| Fer [Fe| Fu=| FE Ti- Fi-| Fi= |Fa=| Fu=| FE Ti-
Toulz|n1acbralCate|other [Framin|cican Ue Tools|a13ebralCatc|other [Framin|cican ue
= HewProb Done
" deSaluve(y' = ~k-(u—-200, Lk |mdeSalue(y’ = ~k-[u - 201 ark
y=it1-e " ktion y=205-"Ktion

':_, olueiy'=-kk{y-200,t,42
HMAl

L G200 and griEr=2ES, L, g
] EAD AUTO DE FRET] MAlN EAD AUTO DE 130

Ved at tilfgje bibetingelsen direkte i deSo1ve slipper du altsa for selv at
skulle bestemme den arbitraare konstant @1, der optrasder i |@sningen uden
bibetingel ser.
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Du mangler blot at bestemme k. Dette sker ved at indssdtet =1 ogy = 150
i ligningen y =205-e ™' + 20, og lese denne mht. k. Dette kan du klarei en

indtastning:

solve(y=2@5*%e” (-k*t)+20,k) |t=1 and y=150

Dette er gjort i skeembilledet nedenfor til venstre. | det hgjre skermbillede
er den fundne vaardi for kindsat i |gsningen:

Fi=] Fer [FZ=] Fi=] FE FE+
Tools|fl3ebrajCalc]Other |Fr3mi0|Clean Ue

Fir| Fe= JFa=| Fi= | FE FE+
Tools{Al3dcbrajCalc|0ther |Framib|Clean Ue

mdeSolve(uy' = ~k-[u— 281 arp
g=za5-¢ Ftizog
woplvely=za5-"Ktiza,
k= 1n(41-26)

oL =

moolvely=205."FK ez,
k=1ni41l-2E)

my=205¢ K420 k=1ni

=205 (26417t + 20

Lerb 20, k3 TR=1 and =150
FAHIN ERD AUTO bE FRET]

ke - okt 3420 | k=1nid1-26)
FAIN FEAD AUTO ]3] 430

Salet gér det dog langtfraaltid. Oftevil deSo1ve kun kun give |gsningen
ytil differentialligningen implicit, hvorefter so1ve kan brugestil at isolere
y— om alt gér vel.

Lasdifferentialligningen

y' =2x-¢”’

med bibetingelserne hhv. y(0) =1 og y(1) =-1.

Som det ses af skarmbilledet nedenfor far du i dette tilfad de kun |@sningen

givetimplicit som e¥ = x* + ¢, hvor c er en konstant, og kun hvis du tvinger
maskinen til det, regner den videre:

Flx| F&= |Fi=] Fi=| FE Far
Toal5|A13cbrajCalc|Other |FEIrID CTean UF

meSolvely' =2-m-6 79, w0, )
e = w4t

meoluele¥ =2+ @1, y)
y=1nlx% +®1) and =2+ p1Lb

solue (e y=x"2+E], U0
MAIN FAD AUTO DE

/30

83 Differentialigninger



Du skal passe pa
med at stole blindt
pa grafregnerens bud
pa definitions-
maangden.

Tilfg) nu bibetingelseny (8)=1:

Fi=] Fer [FZ«] Fur] FE F&+
Tools|f1debrajCalc]|Other |Framl0|Clwan Ur

Fir] Fzr JF=| Fir | FE F&+
Tools{Al1dcbrajCalc|0ther |Frami0|Clean Ue

Det er fastlagggel sen af definitionsmaangden for | gsningerne, som netop fo-
rer til undersegel seaf uligheden x* +¢ > 0 , der giver anledning problemerne.

mdeSoluely' =2 -2 7Y and P

DE

KAD AUTO

mdeSoluely’ =229 and P
g p=x?

mooluele¥ -2 =32, 4l

Y 1r‘||:::c:2 + E‘:I

FiAIN RADAUTD  DE F2ET]

Nassten problemfrit.

Dog f&r du ogsa her kun givet | gsningen implicit seivom uligheden x* +e >0

atid er opfyldt.

AEndrer du bibetingelsentil y (1) =-1, er situationen noget anderledes:

Fir| Fir [Fi=| Fir | FE For
Toals|A13 b Fa|Calc)|Other |FEIrID{CT¢an Lr

Flr| Fir [Fi=] Fir | FE For
Toal5{A13¢brajCalc|Other |FEArID{CT¢an UF

wdeSoluely' =2 -2 7Y and P
eu—e-l =:{2—1

LRET D e gnd goli=-1,w,yl
FRIM ERD AUTO DE FRET]

mdeSoluely’ =279 and P
e

manlyele -2 1=, 4]

'=|=1n(e-:xc2—e+1:|—1 and ¥

soluelemy—e™ l=m"2-1,uy)
H1AIN EAD AUTD LE Z/E0

| skearmbilledet ovenfor til hgjre gemmer der sig en ulighed efter "and”:

e-xX*—e+1>0

Denne ulighed kan du nemt | gse:

Fir| Fir

Fi=] Fi= | FE Far
Toals{A13¢brajCalc|Other |FEArIDfCTean Ur

i ~fe—1

HMAIN KEAD AUTO

l501ue[e-x2—e+ 1 }El,x]
e T L2 oy [ER

DE [FEL]
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Lgsningen ses at vege:
x>Je—1-e? v x<—+Je—1l-e~*
og definitionsmaangden bliver siledes Dm(y)=]\/e—1-e‘%,oo[.

Selvom differentialligningen er |@st symbol sk, kan et kig palinjeelementerne

vagenyttigt.
Nedenfor er de to Iasningskurver svarendetil y (4)=1ogy (-1)=1 ind-
tegnet sammen med linjeelementer (SLPFLD):

Faldskea msudspring
Lasdifferentialligningen

, k 2
y=g-—y
m

med begyndel sesbetingel sen y(0) =0, hvor g = 9.82, m=800g k = 0.31424.

Indtast og | @s differentialligningen som vist:

Flx| F&= |Fi=] Fi=| FE Far
Toal5|A13cbrajCalc|Other |FEIrID CTean UF

ldeSnlue[g' —g—ﬁ-gz arnd b
1[ -[[k-u+]a- J_]]

[ku-Jg-[m -t

2-Ig-Jk-Im i

ko and gCBI=0, L, 0l
MAIN FAD AUTO DE 120
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Ogsa her far du kun I gsningen bestemt implicit. Du skal sdselv bestemmey
med solve, men inden du ger dette, er det en god ide at tildele vaardier til g,
m og k:

Fix| Fi= [F¥=| Fi~] FE Fa~ Flx| F&= |Fi=] Fi=| FE Fa~
Toals|A13ckra)Calc|Other |FEIrID{CTcan LF Toal5{A13cbrajCalc)Other |FEIrID{CTcan UF
T T T

i

-m[M] - oo
Tkw-Ja-Im J_ -t z-Ja-Jk-Im
2-{g-Jk-Im m s, [(1.48112213528) " |
mo.E2ag : BBem s L3l424p| | w= —"
.T1d24 (1.42112213528) " +

e g kS Ok k[ Cmai=-tm .4 a
HMAIM KAD AUTO FUME FAIN KAD AUTO FUME EIEL

A, SEFgi B+mE L 314242k

Lasningen fortsedter til hgjrefor pileni venstre skaambillede ovenfor, men
der er ingen betingel ser pa | @sningen.

Maskinen kan | @se ganske mange differentialligninger af 1. orden— selv en
ikke helt simpel differentialligning som y' = x + y gér som en leg, men i
mange tilfad de ma maskinen ogsa give op

Flx| F&= |Fi=] Fi=| FE Far
Toal5|A13cbrajCalc|Other |FEIrID CTean UF

B deSoluely' =x 4y, x, Ul
y=@l-e¥-u-1
2

_K:x:':l]
gt =yl -y

deSolue(y'=sy™2—x, x, 40
HHIN RAD AUTO E 230

® deSoluely =y

Maskinen viser sin overgivelseved at returnere den oprindeligeligning. Det
betyder ikke, at der ingen | gsninger er — der er masser, som du allerede har
set. Selvom differentialligningen ser yderst simpel ud, sd er det alligevel
ikkemuligt at udtrykke lgsningerne vha. simplefunktioner eller integraler af
disse. Denne kendsgerning er ikke noget man blot har erfaret — det kan
faktisk bevises!
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Aktiviteter

1: De hyperbolske funktioner

Funktionerne hyperbol sk cosinus og hyperbolsk sinus er for alle xe R defi-
neret ved

X =X X =X

e og sinh(x)==—%

cosh(x) = €

Funktionerne er pa T1-89 Titanium / Voyage 200 under de samme navne.
a) Tegngrafernefor sinh og cosh. Lasg magketil, at for storevaadier af x er
cosh og sinh stort se ssmmenfaldende. Argumenter for dette udfra de to
forskrifter.

b) Vis, at sinh og cosh er differentiable med differentialkvotienterne
cosh’(x) =sinh(x) og sinh’(x) = cosh(x)

c) Vis, at for ethvert xe R, er (cosh(x),sinh(x)) et punkt pahyperblen med

ligningen x*>—y® =1, dvs.
cosh(x)? —sinh(x)* =1
d) Vis, at for dlexe Rer
Sinh’(x) = \/1+sinh(x)®
og oversad dettetil et udsagn om lasninger til differentialligningen
y' =y1+y?
d) Vis atforalex>0er
cosh’(x) = m
og oversad dettetil et udsagn om Iasninger til differentialligningen

y'=yy'-1
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€) Funktionen hyperbolsk tangens er for alle xe R defineret ved

tanh(x) = —(S;:)ZE(();))

Tegn grafen for tanh og vis ved differentiation af tanh, at tanh er lgsning til
differentialligningen:

y=1-y
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2. ordens differentialligninger

— symbolsk lgsning

Gennem en rakke typiske eksempler,vil du se, hvordan symbol sk | gsning af
en 1. ordens differentialligning foregér pa T1-89 Titanium / Voyage 200:

Lasdifferentialligningen

”

y'=-9y
0g bestem den |@sning, der

1) gér gennem linjeelementet (0,1;3)
2) gér gennem punkterne (0,1) og (r/2,3)
3) opfylder,at y'(z/2)=3 og y'(0)=1

Lgser du differentialligningen uden bibetingelser af nogen art, far du:

Fir| Fe= JFa=| Fi= | FE FE+
Tools{AldcbrajCalc|0ther |FramibjClean e

ldeS-:-lue[u' "= -9y and ik
y=cosl3-x®)l— 3 sin3 - )

g E=1 and gin-20=3,x
HAIN RAD ALTO [3

2
130

Med bibetingelserne y (8)=1 og y ' (@)=3, far du farste skeermbillede-
nedenfor og med randbetingelserney (@) =1 ogy (m/2) =3, det andet:

Fi=] Fer [FZ«] Fur] FE F&+
Tools|f1debrajCalc]|Other |Framl0|Clwan Ur

Fir] Fzr JF=| Fir | FE F&+
Tools{Al1dcbrajCalc|0ther |Frami0|Clean Ue

BgdeSolvely' ' = -9y, x,4) BheSoluely' ' = -9y and gl
=Bl cos{3- =)+ B2-=ini3-p g =cos(3 )+ sinf3 K

':'--:-1'...'-5-'22 g' =9y, %, =| car=1 and g'(BX=3, x4

il RAD ALTO [3 1750 HAIN RAD AUTO [3 130

Ved at tilfgje betingelserne direkte i deSo1ve sipper du altsa for selv at
skulle bestemme de arbitreare konstanter @1 og @2, der optraader i |@sningen
uden bibetingel ser.
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Sa simpelt gar det ikke i det tredje tilfadde. T1-89/Voyage 200 vil ikke ac-
ceptere to haddninger som som betingelse, sai ferste omgang ma du ngjes
med at tilfgje den farste.

Herefter ma du differentiere l@sningen y, og lase ligningen y'(0) = 1 med
hensyntil @1.

Fix| Fe= |Fz=| F4=| FE Fh~ m Fl~| Fer |FE=| F4=] FE Fh~
|T-:--:-1s|ﬁ13tl:-r'-:||l:-:l1c I:Il:htr'lr‘r'ﬂmlu Clean Ur Tools|A13cbralCalc|other |Fr3mio|Clean Ur
= (right(y=cos(3 =) - B1)
3Rl cos(3 oK) - 3-sin3 KD
ldESDlue[g' '=c9yand UM laaolued -3 oRLcos(3ox) - 3 o2p
J=cosl3-x1— Bl-2inl3 - =) ®l=-1-3

L= oand g o2 =3, K,y soluelanstli=1,BLa ] x=0
HiIN KAD AUTO FUMC HHIN RAD AUTO FUML Z0

Eksempel : det matematiske pendul
Et matematisk pendul bestér af et lod med massen mophaengt i en massel gs
snor med laangden L.

Loddet slippesfrahvile med et startudsving pa o;,. Man kan vise, at udslags-
vinklen or som funktion af tiden tilfredsstiller differentialligningen:

o = —%sin(a)

med bibetingelserne a:(0) = &, 0g '(0) = 0.

Denne differentialligning kan ikkel @ses symbol sk, men for smavinkler kan
man lave en god tilnaamel se;

Pa skaambilledet nedenfor er indtegnet grafen for sin(x) sammen med dens
tangent y = xi punktet (0,0):
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Tip!

Et o (0og andre
graesske bogstaver)
skriver du ved at
taste[CHAR] og vadge
1:Greek.

MAIN KAD AUT FUNC

Datangenten og grafen stort set er sammenfaldende i en omegn omkring O,
vil sin(x) = xi denne omegn, hvor x mélesi radianer. | praksis skal vinklen
blot veare mindre end ca. 15°.

Med denne tilnea'mel se simplificeres differentialligningen til
»__9

oa =——0x

L
med bibetingelserne o (0) = o7, 09 o' (0) =0..

Denneer ligettil a lgse, omend der er overraskelser undervejs. Ved blot at
taste ligningen ind med bibetingelser, f&r du Igsningen udtrykt ved hyper-
bolsk cosinus. Dette kan du undga ved eksplicit at gare opmagrksom pa, at
savel g som L er positivetal ved at tilfgje betingelsen

|g>0 and L>0
Fir Fer |FZ=| Fir FE FB- Fl- Fer |FZ=| Fi-r FE FB-
Tools|fl3ebrajCalc]Other |Fr3mi0|Clean Ue Tools{Al3dcbrajCalc|0ther |Framib|Clean Ue
-g n Vo3 R h

mdeSolue| o' ! =7 u and ok deSoluve| o =7 -« and o

-3 - la t

o= I:I:_El'E-DE-h[ T-t] o= o 505[ T

LB =n_ A oand o' (AY=E, 1, 00l Lo LA =, b arlgkd and 10
AW RAD ALTO FUHZ 130 Fald RAD AUTO FUHZ 1/30

Perioden i denne harmoniske svingning kan findes ved at | gse ligningen

hvorved du finder formlen for svingningstiden for et matematisk pendul (med
smaudsving):
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Hvis du undlader at
indtaste begyndel ses-
betingel serne, tegnes
kun DIR FIELD.

| naeste afsnit skal du | @se den generelle differentialligning numerisk.

2. ordens differentialligninger
— numerisk lasning

Numerisk | gsning af en 2. ordensdifferentialligning foregér ved at omforme
ligningen til to koblede differentialligninger af 1. orden. Generelt er proce-
duren denne:

Differentialligningen af 2. orden
y' =1(xy.y)

omformestil et system af to koblede differentialligninger af 1. orden ved

yl' = y2
y2' = f(t,yly2)

Lasdifferentialligningen

”

y'=-9y

og tegn den | @sningskurve, der gér gennem linjeelementet (0,1;3).

Vi omformer til et system af to koblede differentialligninger af 1. orden og
indtaster i [Y=]-editoren:

Fi~| FZ-|Fz |F4 |FE- Fa~| F7
Toals[2aem|Edit] « [AT] [FEe1e|AxLE...

+~FLOT=

CHECK RAXES FOR @MD-ORDER SYSTEM

Tast [F1] 9 for at &bne Graph Formats menuen. Her skal indstillingen i
Fields veae2:DIRFLD.
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L gsningskurven kan
Traces, da

begyndel sesbetingel-
serne er indtastede i
[v=]-editoren.

Flere | gsningskurver
kan tegnes vha. [F§]
IC.

Tilbage er blot at indstille vinduet fornuftigt og tegne grafen:

| Fi-rl F2-r| Fi~| Fex| FZ FY4 FE~| FE= |[F7{FH
Tools|2adm ] Taools|2aam|TFAce|keArarh|Hath|Draw|Féen|lC
EEI=EI.5 57 — Wy
max=5. TR AP e e S
tstep=.1

fRlob=t. IIII[/:::MH VoL
xmin=-3.5 o
iEE}f;% VLY N f )
umin=-3, RN, S S I I
Hma%{:?ll W e sS4
FMAIN EAD ALTO 1] FMAIN EAD AUTO 1]

Lagg maarke til, at det, du har faet tegnet, er et faseplot med y1 afsat pa 1.
aksen og y2 pa 2. aksen.

For at selgsningskurveny, skal duvadgeF1d0ff i FORMAT. Tast[F7] i [Y=]-
editoren og vaedg CUSTOM akser med t somX Axisogy1somY-Axis.

Fi-| F2-| F% FE-] Fa~ [FP-FA
Tools[2eem|Trace|kedrarh|Math|Draw|Fen|lc
HalN EAD AUT DE

Det interaktive vaarktgj [F8] IC virker ogsa her. Prov! Dog er det kun punk-
tet, lzsningskurven skal gaigennem, der kan vadgesinteraktivt — haddnin-
geni punktet kan af gode grunde ikke.

Eksempel : det matematiske pendul (numerisk)

Du skal nulave en numerisk Iasning af differentialligningen

4 g H

med bibetingelserne o(0) = ¢, og ' (0) = 0, og sammenligne med den
| zsning du fandt gad dende for smavinkler.

Start med at tildelevaadierne: 9. 829 : 1-L i hovedskagmen. | [Y=]-editoren
sadtes startudsvinget til 7w/ 3.

93 Differentialigninger



Differentialligningen omformes til et system af to koblede differential-
ligninger, der indtastesi [Y=]-editoren:

Fir| Fer |F= [F4 [FE FB| F7 Fir| Fer |Fx [F4 [FE~ FEv] F7
Tools|Zoom|Edit] ~ |11 [skele]nxes... Tools|Zoom|Edit| -~ |Ai1 [skele]nxes...
<FLOTZ <FLOT.

- RAEZ
-\.-"l=|1 ! =|:|2 -\.-"H'ir- -H'
L, W Axes. [IERDIEI>
Hli:ﬁ HY Axis b
-g W Rxis ¥13
u"=|2'=—T—-51r‘|li'\=|1:| 14 CEnter=sAYE 3 ¥ ESLSCAMLCEL -3
giz2=f] iz2=fg
giZ=0 yiZ=[
CHECE RXES AND INITIAL CONDITIONZ UZE % AND + 70 OFEN CHOICES

Akseindstillingen skal veare COSTUM med t paX-aksen og y1 paY-aksen.
Vinduet indstilles som vist nedenfor til hgjre:

Fix [ Fe Fi- | Fer| F= F4_ | FE= [ FE=|F7+FH
ToaTs|20am Toals|2eom|TFace|Redr aph|Math|Draw|Fen|lc
Lo=a.
tmax=3.5

LsteE=.1
tplot=Q.
®min=0,
H#MAE=3.3
wscl=1.

gmin=-Z.
umaﬁv?.
FRIN RAD AUTO [3 HAIN RAD AUTO [3

For smavinkler gadder tilneamelsen (med g =9.82 og L = 1):

a(t)=q, cos(\/:ﬁt)

Du kan ikke placere denne lgsning i [Y=]-editoren med den indstilling ma-
skinen har nu, og aandrer du indstillingen, ser duikke laangere grafen for den
numeriske lasning. | stedet kan du tegne direkte fra hovedskeamen med
kommandoen:

DrawFunc m/3#*cos (v (g/L)*x)

som du finder i [F6] Draw.
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Fir| Fz-| Fz FY FE-] Fa~ |FF={FA
Tools[Zoom|Trace|kedrarh|Math|Draw|Fen|lc

™ N
NSONL

HMAlN KERD AUTO DE

Som forventet stemmer deto kurver overensfor smavinkler, men gges start-
udsvinget, bliver fejlen starre og starre.

Svingningstiden (perioden) for den tilnsarmede | @sning kan bestemmes vha.

formlen:
T=2n L=27'£ L=2.005
g \/9.82

For at bestemme svingningstiden for den numeriske l@sning, madu arbejde
lidt mere. Svingningstiden kan fx bestemmes som den dobbelte af stand mel -
lem to pa hinanden falgende skaaringspunkter med x-aksen, men desvaare
virker nulpunktsvaaktgjet (Zero) ikkei DE-indstillingen.

Vha Tracekan du sg, at det farste nulpunkt ligger omkring 0.5. Dette kan sa
benyttes som udgangspunkt i en tabel over y1:

Tast [ThiSet], set tb1Start=0.5 og Atb1=0.01. Tabellen fremstilles
ved at taste [TABLE]:

L
[
=
fo]
fa]
k2
-
1
A
LAl | Lafid

—LEEEd] -3,
|.539 I —LEEES -3,
=.0 t=.538
HATH KAD AUTO DE HAIH EAD AOTO DE

Af tabellen ser vi, at nulpunktet ligger mellem 0.53 og 0.54. Ga tilbage til
[ThiSet], soet tb1Start=0.53 og Atb1=0.0@1. Etc. Fortszates saledes,
kan den gnskede ngjagtighed opnas.

Med 3 decimaler bliver deto farste nulpunkter: 0.538 og 1.614. Svingning-
stiden bliver dermed 2-(1.614 — 0.538) = 2.157, hvilket giver ca. 6.8% i
relativ fgjl for et startudsving pa 60°.

95 Differentialigninger



Aktiviteter

1: Standselaeengde for en bil

En bil karer hen ad en landevej og sadtes pludselig i frigear. Hvor langt et
stykke tilbagel ssgger bilen far den standser?

Der forudsadtes, at landevejen er plan og uden krumninger, samt at det er
vindstille. Bilens standsel aangde bestemmes da af rullemodstanden og luft-
modstanden.

Rullemodstanden er proportional med bilens tyngde:
Frulle =_b'm' g

hvor mer bilens masse, g er tyngdeaccel erationen og b er en konstant, der
erfaringsmaessigt sadtestil b = 0.002 for hastigheder mindre end 130 km/h.

L uftmodstanden er proportional med kvadratet pa hastigheden:
I:qut =_%'p'cw ’ A'Vz

hvor p er luftens massefylde, ¢, er bilensformfaktor, mens A er bilens mak-
simale tvaarsnitsareal malt vinkelret pa bevesgel sesretningen. Form-
modstanden er et dimensionslgst tal, som her kan regnes for at vaare kon-
stant.

Hviss(t) betegner den tilbagelagte vej, malt fradet sted, hvor bilen blev sat
i frigear, gedder kraftligningen:

m.s"z_b.m.g_%.p.CW.A.(y)2

der kan omskrivestil

Lasligningen numerisk med faglgende veardier af konstanterne:

m =1200 kg A=23m’
g =9.8m/s? c,=0.35
v, =80 km/h p=1.2kg/m?

Hvor langt karer bilen?
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