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Talfelger
En folge er en uendelig lang liste, folge af reelle tal R
A, Qyy sy,

[ee]

Man bruger notationen {a 0 In=1

for folger, hvora, er det n-te led i felgen,n € IN.

Definition (konvergens af talfelger)
Folgen siges at konvergere mod L, og vi skriver

hm a, =1L, (greensevaerdien for folgen er L )

hvis der for hvert € >0 findeset N € N, sa |an - L| <e foralle n> N.

eller ved brug af kvantorer: Ve >0 3 N € N: |an - L‘ <e Vn=>N.

Intuitivt er det, det samme som at sige, at @, narmer sig L nar n — oo .

Hvis folgen ikke konvergerer mod noget tal L, siger vi, at den divergerer.

Vi vil forenkle notationen ved at definere {a, }noil = ( an)
eks. 1
( n jz 1r 2 3 4
n+1 2°37 47 5°
lim 1
og lim Z—l = lim 11 = = 1 = l-ll—O =1, dvs. folgen
" 1+ —) n@w(wr—)
n n

konvergerer mod 1.

en nemmere made at se pa grenseverdien i praksis, er

n+1 1+(L) 1+0
n
generelt a — L for n —> o
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eks. 2

Nogle eksempler pa talfelger er

1,2,3,4, .. (an) =n
1, -2,3, -4, ... (an)z( l)n—ln
1 1 1 _ 1
19 2 s 3 s 4 5 (an)_ n
1,0,1,0, ... 1 -
s Uy 1, Uy (an)=3(1+(_l)n 1)
2,3,5,7, .. (an) = det n-te primtal .
eks. 3

Folger kan vere givet rekursivt, hvor det n-te element ved en rekursionsformel er bestemt ud fra
det (eller de) nermest foregéende. Det eller de forste elementer i1 folgen ma fastlegges eksplicit.

F.eks. er fakultetsfolgen 1,2, 6,24, 120, ... (an) =n!
givetved udgangselemntet @, =1 og rekursionsformlen

a,=na,_,, nz=2

eks. 4
En anden rekursivt givet talfolge er Fibonaccis talfelge

Med udgangselementerne F;,= F,= 1  og rekursionsformlen

F=F _,+F _,,n=3 fas folgen af  Fibonacci tal:

n n—
1,1, 2,3,5, 8, 13, ..

se min artikel Fibonaccifglgen og det gvldne snit
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eks. 5

Vi vil vise, at talfolgen (a n) -1 konvergerer mod 0, talfelgen har graenseverdien 0.
n

Vi skal altsé, for ethvert positivt € , gore rede for, at der findes et naturligt tal N sa

|an - 0| <e foralle n > N

Bevis:

|an - O| <e foralle n > N

Nu er ‘an - 0| =

1 0‘ =L, sa kravet er, at der skal findes et N sa 1 < eniarn>N.
n n n

1 1 o . . 1
Men — <& < n>— . Sa vi ser, at hvis blot N er et naturligt tal sterre end —
n € €

vil kravet for konvergens vare opfyldt.

En folge kaldes

* Voksende hvis a, < a, < a3 <a; <

* Aftagende hvis a, = a, 2 ay; = a; = ..

* Opad begreenset hvis der findes ettal M sd a, < M for alle n
* Nedad begreenset  hvis der findes ettal M sd a, > M for alle n

Seetning 6  (Fuldstendighedsegenskaben for folger)
1. Hvis en folge er voksende og opad begreenset, sa konvergerer den.

2. Huvis en folge er aftagende og nedad begreenset, si konvergerer den.

Bevis:
(1) Antag, at folgen (a n) er voksende og opad begrenset .
Sa eksisterer L = sup {an | n=1,2,3 } )

Givet € > 0 eksisterer N > 1 sa |aN —L| <e.
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Men da folgen er voksende og a, < L foralle n, fér vinu, at | a, - L| < e forallen>N.

Dvs lim a =L. O
n — o n

(2) Vises helt tilsvarende.

eks. 7

Givet folgen a ;=0 og a, | = %(an+1) for n>1.

a) Vis, at folgen er opad begraenset af 1.
b) Vis, at felgen er voksende.

c) Vis, at folgen konvergerer, og find grensevardien.

ad a) Vihar a, <1 og viantager,at ¢, <1. Safarvi

1 1
an+1=/3(an+l) <\/E(1+1) =1.
Altsd, nér a, <1 = atogsd a, , <I1.

Dermed har vi, ved induktion, vist at @, <1 for alle n.

ad b) Vedatbruge a, <1, farvi

1 1
a, = 3(an+1) > /E(an—i-an) =Ja, >a,.

[a, >a, mnir 1 >a, . Altsd, erfelgen voksende .

ad c) At folgen konvergerer far vi fra Setning 1 . Vi skal sa finde grensevardien L .

Da vi ved, at L findes, kan vi preve at finde L.
. e e _ 1
Viserpa ligningen a, | = > (an + 1) og lader

n — o pabegge sider af lighedstegnet.
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Vifirda L = (L+1) dvs. L? =

1
2

Vi leser andengradsligningen L*- —L- =0. L=1 eller L= —% .

1,1
2 2
Da alle leddene 1 folgen er positive, er det kun lesningen L=1 vi kan bruge.

dvs. folgen konvergerer mod L=1.

Hermed er denne introduktion til talfelger faerdig. Det var det grundleggende ved talfelgers opforsel
og konvergens.

Der er meget mere at vise og se pd mht. talfelger, men denne introduktion skal i forste omgang
anvendes ved indforelse af reekker 1 en efterfolgende artikel, sd vi stopper her.
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