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Indledning eks. 1

Vi ser pé grafen for funktionen f(x) =x?-2x+4 fig. 1,

Definitionerne for funktion og injektiv funktion, nedenfor, bliver uddybet pa efterfolgende sider.

f(x) er en funktion, da grafen for /' (x) opfylder lodret-kriteriet: lodrette linier x = k, hvor k € Dm(}),
skcerer kun grafen i ét punkt. (den gronne linje pé fig. 1)

Har f(x) en invers funktion? Hvis funktionen f(x) er injektiv har den en invers funktion f 1

Hvis grafen for f(x) opfylder vandret-kriteriet er f (x) injektiv.

vandret-kriteriet: enhver vandret linje y = k, hvor k € Vm(f), skeerer kun grafen i ét punkt. (den bla
linje pé fig. 1 og 2.

Det ses, at f(x) pa fig. 1, er ikke injektiv. Men f(x) pa fig. 2 er injektiv. Her er Dm(f) begrenset til
[1500]

Eksempel 1

f(x)

fig. 1
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f(x)

fig. 3
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Afbildning og funktion

Hvorfor ser graferne for funktionen i eksemplet side 2, ud som de gor?

Vi vil nu definere den inverse funktion mere preecist. Men forst ser vi pa definitionen af en funktion.

Definition 1
kaldes funktionsveerdien af x. Man skriver y =f(x).
definitionsmeengde, og den betegnes Dm (f).

og betegnes Vm (f).

En storrelse y kaldes en funktion af x, hvis der til hver verdix svarer precis én vaerdi af y, som
Den mangde af tal, inden for hvilken den uafhaengige variabel x kan variere, kaldes funktionens

Den mangde af tal, der udgeres af samtlige funktionsvaerdier, kaldes funktionens veerdimeengde

Herunder ses grafen for en funktion. Det ses, at hver veerdi x , afbildes i netop €n vaerdi af y. Men
hvis man fortsatter den stiplede linje, ved vaerdien f(x), vil man ramme grafen. S& der kan godt

veare to forskellige x - vaerdier, der har samme y - veerdi.

fig. 5

Det ses ogsa illustreret péd pilediagrammerne herunder:

fig. 6 fig. 7
< B
/ ’)’ﬁ[o Zﬁ?ﬁ:ﬁmm Senammengse Vaerdimeengde
[ =] [ fy >
/ \ / .

| / |
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Nu vil vi se pa inverse funktioner:

Herunder ses, et pilediagram for funktioneny =f(x) og den inverse funktion x =f B (v) .

f

Dm(")
Vm(f™)

fig. 8

Kriteriet for en funktion er, at én vaerdi i Dm( f') kun afbildes over i én veerdi i Vm(f) .
Derfor er kriteriet for f -l ,at én vaerdi 1 Vm( f) kun atbildes over i én veerdi i Dm( f).

Derfor kraeves der, at en funktion y =f(x) er injektiv, for at den har en invers funktion.
En funktion f(x) kaldes injektiv, hvis x, #x, = f(xl) *+ f(xz)

Eller mere pracist udtrykt:

Definition 2. En funktion f(x) kaldes injektiv, hvis implikationen

Vx,x,€EDm(f): x;#x, = f(xl) + f(xz) er sand.
(for ethvert x, x, tilherende definitionsmangden for /* geelder der, at x forskellig fra x,

medforer at f (x 1) ©r forskellig fra f (x 2) )

Bemaerkning 1
For en voksende funktion gxlderder: Vx,,x, € Dm(f) :

x,<x, = f(xl) < f(xz)

dvs. der geelder folgende :

Korollar 1 (folgesatning)

Af Bemerkning 1, folger: En voksende funktion er injektiv.
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Nu kan vi definere den inverse funktion:

Definition 2
Hvis funktionen f er injektiv, defineres den inverse funktion f ! , ved:

ffoy=x < y=flx

Ogder gelder:  Dm(f 1y = Vm(f) og vm(f 1= Dm (f)

I det indledende eksempel 1, med funktionen

f(x) —x?-2x+4 ,sesdetpa fig. 1 - fig. 2, at vi matte udvalge en del af Dm( f), for at kunne
afbilde grafen for f 1
Her valgte vi netop Dm( f) sa f(x) var injektiv.

Bemarkning 2

Den inverse funktion vender retningen men cendrer ikke sammenhcengen.

Vi vil nu se pa nogle eksempler:

Forskriften for f -1

Hvis den injektive funktion f har en "tilstraekkelig pen" regneforskrift, funktionsudtryk kan man
finde et funktionsudtryk for den inverse funktion.

I funktionsudtrykket for /' er y udtrykt ved x. I et funktionsudtryk for den inverse funktion
£ 7' mévi sd omvendtudtrykke x ved y.

Eksempel 2
Lad funktionen f have regneforskriften

y=f(x)=%x +3

Denne funktion er voksende, og dermed injektiv (Korollar 1). Vi velger som
definitionsmangde Dm(f) =[-4,4], sa verdimangden bliver Vm( f) =[1, 5], sefig.9.

Vi ensker at finde det tal pa x — aksen, der svarer til tallety pay — aksen.
Vi isolerer x ved at skrive om pa ligningen for grafen for /:

y=%x+3 < —x=y-3 < x=2y-6.

Dermed har vi bestemt forskriften for den inverse funktion:

rtoy=2y-6. (1)
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Pa fig. 9 kan vi sédledes se, at

=2, r'o=-2, f‘l(%)z-a.

Disse tal passer (selvfolgelig) med forskriften, fordi f.eks.

Sl =24-6=2, f_l(%)zz. % 6

-3.

Forskriften (1) bruger y som uathengig variabel, fordi vi jo begynder med at vaelge en verdi pa
y-aksen, hvor 1<y < 5.
Grafen for f B () er jo stadig identisk med grafen for /' (x), hvor vi nu har Dm/( f _1) pa y-aksen

og Vm(f_l) pa x-aksen.
Imidlertid foretraekker man tradidtionelt x som navn pa den uatha@ngige variabel. Sa vi skriver
forskriften for den omvendte funktion sddan:

flx)=2x-6 , 1<x<5.

Denne funktion har definitionsmangden [1, 5] og verdimangden [-4, 4] .
Pa fig. 9 er desuden tegnet, grafen (med redt) for den omvendte funktion

Flx)=2x-6.

Grafenfor £ ' (x) fasvedatspejle grafenfor £(x) ilinjen y=x (den bl graf).

f(x)

6

i X
- 2 .
- 3 .
- 4 .
- 5 .
inverse f(x) - """ y=X f(x)
fig. 9
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Husk, at der gelder:

Definitions- og Vardimangde, for en injektiv funktion og dens inverse, bytter roller:

pm(f ) =vm(f) og Vm(f')=Dm()

Grafmeessigt (se fig. 8 og 9) kan det formuleres sddan:

En funktion og dens inverse har grafer, der er hinandens spejlbilleder i linjen y=x.

Eksempel 3
Her er et konkret eksempel, som viser at man skal huske at se pd betydningen af x og y-verdierne i
de konkrete tilfzelde hvor inverse funktioner findes og bruges:

Sammenhangen mellem Celsius- og Fahrenheit grader:

Sammenhangen mellem Celsius- og Fahrenheit grader kan udtrykkes ved denne funktionsforskrift,
hvory betegner Fahrenheit og x betegner Celsius:

9

5 X +32 (2)

f(x)=y=

Denne forskrift fas, da vi har to kendte (x, y) - veerdier: (x,y) = (0,32) og (x,y)=(100,212),
som er verdierne for henholdsvis frysepunktet og kogepunktet for vand.

dvs vi har ligningerne
(y=ax+b), 32=a0+b A 212=a-100+b < b=32 A 212=a-100 + 32

_212-32 _ 180 _ 9

100 100 5°

< b=32 A a

9
5

9

dvs. y =
VS. Y 5

x + 32. (f(x)Z x+32),

Vivealger Dm(f)=[-60,120 ] sa bliver Vm(f)=[ -76,248 ].
Det er forskriften for en funktion, som afbilder Fahrenheit grader som funktion af Celsius grader:

Nu vil vi finde den inverse funktion f* : (v) , som atbilder Celsius som funktion af Fahrenheit.
Grafen for f - () er jo stadig identisk med grafen for
f(x), hvor vi nu blot har Dm(f_l) pa y-aksen og Vm(f_l) pé x-aksen.

Vi finder funktioneudtrykket for f _1( y) ved at isolerex 1 (2) :

y=%x+32 < y—32=%x < 9x =5y -160
_ 5 160 -1 _ 5 160
© X= gy Ty fm=g5y-—5 0
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I tabellen har vi vaerdier for funktionerne f(x) og f _1( V)

x | -60 | -40 | 20 [100 | 120 | gl

fx)| -76 | -40 | 68 | 212 | 248 y

Givne verdier for Celsius grader og sammenhgrende vardier for Fahrenheit grader, far vi ved at lese

fra gverste rekke og ned.

Og givne verdier for Fahrenheit grader og sammenherende vardier for Celsius grader, far vi ved at

laese fra nederste raekke og op.

Dvs. gverste raekke betegner verdier pd x-aksen og nederste reekke betegner vaerdier pa y-aksen.

Vi vil afbilde garfen for f "I, Derfor foretager vi variabelbytte i (3), og fér

Sl = S - @

Dm(f ") =1-76,2481 og Vm(f')=[-60,1207 .

Bemzerk, at x nu betegner Fahrenheit temperaturer og y Celsius,
da Dm(f ) =vm(f) og  Vm(s ') =Dm(f).

Pé fig. 10 og 11 ses graferne for f(x) og f_l(x).
f(x)

2501

200+

150+

100+

50/ 0 }0_1(5())5) 150 200 250
X

f(x)

fig. 10
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f(x)

2501
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100

50 100 150 200 250

_50,

inverse f(x) - --- y= — f(X)

fig. 11
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Ved sammens&tning af funktioner f(g(x)) vil man, hvis f og g er hinandens inverse, fa den
identiske afbildning: x ~~ x. Duvs. at funktionerne i en vis forstand "ophaver" hinanden. Det kan
veere nyttigt ved udregninger, losning af ligninger etc.

Definition 3 Sammensgetning af funktioner
Ved den sammensatte funktion f e g (f bolle g) forstas den funktion, der til et x € Dm(g)
lader svare tallet f(g(x)) :

(feg) (x) = f(g(x)) ,
hvor g(x) € Dm(f) .

Et par eksempler pad sammensatte funktioner:

2

f(x) = Sin(x) og g(x)=x Den sammensatte funktion f(g(x)) Zf(xz) = Sin(x?)

x? og g(x)=2x—6 . Densammensatte funktion

fu%=%
flgx)) =f(2x—6)=

2x—6)2 = = (4x?-24x+36) =2x2-12x+18.

1
2

l\)l»—

Nu sammensatter vi funktioner og deres inverse funktioner:
Den naturlige logaritmefunktion In(x), og den naturlige eksponentialfunktion

med grundtal e”, exp(x) =e™: ln(ex) =x

Titals logaritmefunktion log(x), og eksponentialfunktion med grundtal 10: log(10¥) =x

Kvadratrodsfunktionen og andengradsfunktionen: +/ xt=x
De trigonometriske funktioner Sinus og Cosinus, og deres inverse Sin ' og Cos ': Sin '
(Sin(x)) =x (vinklen) . Cos_l(Cos(x)) =x (vinklen) .

Man kan nemt definere nye funktioner:
eks. kan logaritmefunktionen defineres som den inverse til eksponentialfunktionen (og omvendt)

Fig. 12 - 15, viser graferne for nogle funktioner og deres inverse:
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f(x)

6 -
4
2 4
0= ‘ ‘ ‘
0 2 4 6
X
inverse f(x) ----- y=X
f(x)
fig. 12
e’ o g In(x)
6 -4 -2 -0
X
- 2 g
- 4 ]
- 6 E
inverse f(x) ~---- y=X f(x)

fig. 13
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tan(x) og arctan(x)

f(x)
1,
-1 1
X
-11
inverse f(x)----- y=X  —(X)
fig. 14
2x—2 3x+2
34+x 08 2—x
f(x)
10
7.5
5,

10 -7.5 -5_pA7P 10
___—-—-/ ‘o
inverse f(x) . f(x)

fig. 15
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