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Vi vil finde den omvendte funktion til funktionen f(x) —x2-2x+4 , Y —x?-2x+4
fra artiklen ovenfor: Inverse funktioner , side 3. (I denne artikel kan man se definitioner, satninger
etc. angdende inverse funktioner).

I funktionsudtrykket y =x?-2x+4 , skal vi isolere x.

Vi vil lige analysere problemet lidt, og derefter komme med en hurtig metode at lose lignende
problemer pa.

Det ser jo lidt sveert ud, at isolere x ligningen y =x? -2 x + 4. Men vi kan maske fa lidt hjelp, hvis
vi kigger pé grafen for funktionen (fig. 1).

f(x)

| 1334567 §5 10

fig. 1

Det ser ud til, at grafen har toppunkti (x,y) = (1,3)

Vi regner lige efter:

(b bP-4ac ) ([ (-2) _(—2)2—4-1~4)_ L (-12) )
<x,y)—( s j—( _ - (1. )= .3,

Nu omskriver vi udtrykket lidt:
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y=x2—2x+4 <
y=(x—172-1+4 < x—1)2=x*-2x+1,
Vihar + 1 for meget pa hgjre side.

Derfor leegger vi -1 til her.

y=(x—1)*+3

y=(x—1 )2 + 3 er netop udtrykket for funktionen y =x? med toppunkti (0,0),
parallelforskudt s& grafen har toppunkti (3, 1). En setning som viser dette, kommer senere.

Mensa kan vijosepa y=x° som ernogetenklere. Vi skal lige huske pa :

forat funktionen har en invers, skal den vere injektiv. For at funktionen

y =x?-2x+4er injektiv, skal x > 1 ogy > 3, den hejre gren af parablen.
(eller x <1 A y <3, den venstre gren).

Dvs. vi ser kun pa den hgjre "gren" af grafen for f(x).
For funktionen y = x? gelderder,at x >0 og y > 0. (Sefig 2)

Vi findersa, at y =x? o x= y V (x =—\/? ) . x=+/y erden inverse funktion.
S4 kan vi bytte variable. y =Jx , x>0 (Sefig. 2)

S& parallelforskyder vi grafen for y =x* med (x,y)=(1,3) og fir

f(x) —x?-2x +4 (som vi startede med).

Nu skal vi ogsa parellelforskyde grafen for y =Jx .

Menda der gelder, at Dm(f_l) = Vm(f) og Vi (f _l) = Dm(f),

skal y =\/? parallelforskydes med (x,y)=(3,1).

S8 flx)=yx—3 +1. (Sefig.2)

Man kan preve, om en funden invers funktion er den rigtige, ved at sammensatte f og f 1

U @) =" () = x.

U tw) = (x=3 +1)2 2-(Vx=3 +1) +4=
(x—=3)+2+/x=3 +1-2+Vx—=3 -2+4=x—-3+1-2+4=x.
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) = (Pm2xt4)3 1=y (P—2x+4) +1=y (x—1)" +1=

x—14+1=x.

f(x)

fig. 2

Nu kan vi se generelt pa parallelforskydning af grafen for en funktion.

Her er en sa&tning for parallelforskydning af en graf. Beviset for satningen er i Appendiks sidst i
artiklen.

Grafen forskydes a 1 x-retning og b 1 y-retning .
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fig. 3

Seetning 1 Parallelforskydning af grafen for funktioner i een reel variabel

Forskriften for den funktion g, hvis graf er en parallelforskydning (a,b) af grafen for f,
er givet ved:

gx)=f(x—a) +b

Satningen gelder generelt, for alle funktioner. Men vi ngjes med at se pa 2-gradsfunktioner.

Ssom eksempel har vi, den funktion vi sd pa ovenfor:
flx)=x* og gx)=f(x—1)+3=(x—1) +3=x?-2x+4

Nu kan vi se mere generelt pa 2-gradsfunktioner i forhold til, at finde den inverse funktion pa en nem

og hurtig made. Tidligere sa vi hvordan vi fandt toppunktet for en 2-gradsfunktion, og hvordan
koordinaterne for toppunktet gjorde det nemt at finde den inverse.

Nu vil vi generalisere mere. Efter det bliver det helt enkelt, at opskrive den inverse til en 2-
gradsfunktion.
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_a x2+£ + £
= a a
2 2
_ a (x—i— b ) _ b +£l
2-a 4.2 a
r 2 2
_ . (x—i— b ) b n 4-a-c
» 2-a 4.4° 4-g°
1 2 2
_ 4 (x+ b ) b —4-ac
2-a 4.-4°
a-(x—i— b )2_ b —4-a-c d=b*—4-a-c
- 2-a 4-a
b YV d _ _(. b _L)
- a-(x-l— 2-a) w (o, B) = (x,») ( ra’ g
er koordinaterne for toppunktet.
- a-(x+oc)2+[3

Y . _ (b d
dvs. y=a-x“+b-x+c hartoppunkt i (x,y)=(o,p) ( 2e:a’ 4-a )

2
Z-ba ) — % , ses sammenhangen mellem toppunktskoordinaterne og

Af y =a-(x+

parallelforskydning af grafen for y=a Xt bx+c , tydeligt.

Nar vi har en 2-grads funktion y=a X +bx+ec , og kender toppunktet
(o, B), kan viumiddelbart finde den inverse funktion :

Saetning 1 giver, at enhver 2-gradsfunktion er en parallelforskydning af
y= a-x’ fra toppunktet (0, 0) til topunktet for y= ax*+bx+c ,

givet ved

y=a-(x—a)2+B.
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Nu kan den inverse funktion let findes :

Men for at kunne tage kvadratroden, skal vi vaere sikre pa, at udtrykket pa hejre side,
er positivt eller 0.

y—B

= >0 (x)
a

Der er to tilfelde:

I. y>B A a>0, Nara >0 vender "grenene" pa grafen (parablen) opad.
Dermed er (X ) notorisk sand.

I y<B A a<0, Nar0 <a vender "grenene" pa grafen (parablen) nedad.
Dermed er (X ) notorisk sand.

Derfor kan vi roligt udfere kvadratrodsuddragningen.

forx>o: x—o= y—B < x = y—B + o
N, a N a

forx<o: x—o=- y—B < x = - y=B + o
N, a N, a

Dermed har vi alle lesninger, nar vi skal finde den inverse til en 2-gradsfunktion.
Vi skal blot indsette koordinaterne for toppunktet og vaerdien for a.

Og vi skal have bestemt os for, om vi vil velge den hgjre eller venstre gren af
parablen som vores injektive funktion.
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Dermed har vi fundet en s@tning, som jeg ikke har set for:

Saetning 2 Den inverse funktion til en 2-gradsfunktion y=a xi+bx+c , a#0.

Find toppunktet for funktionen (x,y) = (O( , B) = ( = 2[37 5 = 4d7 )

Hvis der vaelges den injektive funktion x > o :

er den inverse funktion x = d + o
a

Hvis der velges den injektive funktion x < ot:

er den inverse funktion x = - y—B +a
a
Efter variabelbytte: y = al ; b + o ,  henholdsvis y =- al ; b + o
Et par eksempler:
eks 3
y=x2—2~x+4 og x<a
(oe,B) =(1,3) og setning2 giveros x = - y=3 4= -Jy—3 +1

1

y=-yx—3 +1, segrafenfig 4
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f(x)

2,
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_27
inverse f(x) ----- y=X  —(X)
fig. 4

eks 4

y=—(x—2)2—3=—(x2—4-x -/—4) —3=—x2—|-4~x—7

(o, B) =(2,-3) ,vivalger x > o, og satning2 giver os

we [ L= oy 42

y=+ -x—3 +2, segrafenfig. 5
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f(x)

10

7.5

inverse f(x)

Ovelser

fig. 5

Pé naste side folger 3 ovelser. Udfer disse 6 punkter:

1) Find toppunktet (o ,3)

2) Skitsér grafen.

3) Vealg definitionsmangde for din injektive funktion.

4) Indset (o ,p) 1 s@tning 2 .

5) Foretag variabelbytte og ger prove (sammensat f og f B ).

6) Tegn grafen for f Tix) .
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o1: yz—%-xz-i-x—i-%

02: y=2-x"+12-x+22

03: y=%'x2+2-x—3
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Appendiks

Bevis for setning 1

Seztning 1 Parallelforskydning af grafen for funktioner i een reel variabel

Forskriften for den funktion g, hvis graf er en parallelforskydning (a,b) af grafen for f,
er givet ved:

gx)=f(x—a) +b

Bevis:

Generelt geelder det. Nar man skal finde forskriften for den funktion, g(x) , hvis grafer en
parallelforskydning af grafen for / med (a, b),
(Grafen forskydes a 1 x-retning og b 1 y-retning), sa fas:

y=g(x) < *
(x,y) € grafen forg =
(x—a,y—>b) & grafen for [ <
y—b=f(x—a) <
y=flx—a)+b iy

Ved sammenligning af * og ** firvi, at forskriften for g(x) er:

gx)=f(x—a)+b
O
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