Biologisk model
af John V. Petersen
To arter lever i det samme gkosystem: Vaskebjarne og egern.

Vi ser pa vaekstraterne af de to populationer, interaktionerne
mellem de to populationer og finder en model der giver en
prognose for udviklingen i tid for populationerne.

For at gare det, ma vi opstille et differentialligningssystem:
2 koblede differentialligninger af 1. orden

Det er rimeligt at antage, at vakstraten for hver art afthenger af stgrrelsen af begge populationer.
(Selvfglgelig er der andre faktorer som pavirker vaeksten. Men vi vil ggre vores model simpel,
ved at se bort fra disse.)

Hvis X (t) og x,(t) betegner stgrrelsen af de to populationer til tiden t, sa vil x () og x',(D)
vere deres vakstrate til tiden t.

Vores model far fglgend udseende:
X0 =a-x,(t) + b-x,(t)

&)
X '5(8) = ¢, (1) + dx,(0)

hvor koefficienterne a, b, c og d ath@nger af forholdene for de to arter i gkosystemet.

Systemet (1) pa matrix form:

x(1)

%(1)

, eller x' = Ax

Vaskebjgrne og egern bebor det samme gkosystem og konkurrerer om mad, vand og plads. Lad vaskebjgrne og
egern populationerne, til tiden 7, vaere givet ved r(¢) henholdsvis s(¢). Ved fravar af egern, vil vaskebjgrnenes
vakst vaere r'(t) =2.5-r(t). Men nar der er egern tilstede i gkosystemet, vil den indbyrdes konkurrence bremse
vaksten af vaskebjgrne til r'(¢) =2.5-r(¢) - s(z). Pa samme made vil vaksten af egern vere

s'(t) =2.5-5(t) , ved fraveer af vaskebjgrne. Nar der er vaskebjgrne tilstede i gkosystemet, vil den indbyrdes
konkurrence her bremse vaksten af egern til s'(¢) = -2.5-r(¢) +2.5- s(1).

Antag nu, at der til tiden # =0, er 60 vaskebjgrne og 60 egern i gkosystemet. Og bestem hvad der sker med disse
to populationer.
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Vores system er :

2.5 —1.0‘ r(1)

'= A =
X *o s'(1) -025 25 s(1)

r(t r(t 25 -1.0

x'=x'(1) = () , x=x(1) = ) og A= 025 25

S(t -0U. .

Vi kan nu bruge sa&tning 1, side 5, i artikel a. ovenfor.
Vi opskriver s@tningen for en 2 x 2 matrix:

Seetning 1:

A er en diagonaliserbar 2 x 2 matrice, og P = ["1 v, ]

A, O

Der geelder , at PlAaP-= ,
0 7‘2

hvor 7‘1’ 7‘2 er egenverdierne forA , og v;, v, de tilhgrende egenvektorer.

Sa er den generelle lpsning til differentialligningssystemet x ' = A x

kl-t kz-t
X = Cl-e v, + C2-e 129

For at 1gse problemet og finde x (¢), henholdsvis r(#) og s(t), skal vi fgrst finde egenvardierne for matricen A,

A, 0g A, samtde tilhgrende egenvektorer v, og v,.

Vi vil finde egenveardier 7‘1’ 7‘2 forA:

Det karakteristiske polynomium for A er

det(A — M) =
-0.25 25—A

A —504+60=0 = A =3 og A=2.
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M vil vi finde egenvektorerne V; » Y, hgrendetil egenvardierne 7‘1’ 7‘2‘

Det ggr vi ved at finde nulrummet for matricen ( A —AT) , dvs. lgse (A —AT)-x =0.

-0.5 -1.0
For A =3: Vifinder nulrummetfor A —31=
-025 -05
-0.5 -1.0 0
Ved reekke reduktion: | A —AT]0 | = 5
-0.25 -05 0
0 0 0 x| -2 .
) =t er lgsning.
-0.25 -0.5 0 X, 1

)

Sa egenrummet E, = span[

-2
Vivelger v, = .

2
Tilsvarende finder viv, hgrende til 7»2 =2: v, = [ J

Vha. Setning 1, far vi den generelle 1gsning til systemet:

-2 2
+ Cye! [ ] (2)

1

x(1) =C1-e3'tv1 + Cz-ez'tv2= Cl-eS't ( .

r(0)
s(0)

60
60

Begyndelses populetions vektoren er x(0) =

Sa hvis vi seetter r=0 i (2), har vi

-2 2
C, =
1 1
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- 2
x(t):lS-e3't [ + 45-¢*! [ . ], heraf ses det, at

r(t)=-30-" +90-¢*" og s(t)=15-¢" +45-¢*"

Nedenfor ses graferne for disse to funktioner. Det ses tydeligt, at vaskebjgrne populationen uddgr lidt efter 1 ar.
Helt ngjagtigt uddgr populationen efter: 1.0986 ar.

(-30-¢"+90-¢*"=0 < +=1.098612289)

oy
Populationer for vaskebjgrne og egern

3000+
20001

1000+

0,2 0,4 0,6 0,8 1 41,6 1,8

-1000- r(t)

-2000-
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